Program F.7 Zadania dodatkowe

Dwumiany (dwumian Newtona)

1 Kwadratowg tace ciasno wypelniono metalowymi kulkami tak, Ze nie moga si¢ one
przemieszczaé. Kolejne kulki sg utozone warstwowo, tworzac piramide. Ilekulek zawiera
ta piramida, jesli na jednym boku tacy umieszczono w pierwszej warstwie n kulek?
Gdyby taca nie byta kwadratowa, ale w ksztalcie trojkat rownobocznego, ktéry miesci
n kulek na jednym boku, ile kulek byloby w tej piramidzie?

Skorzystaj z nastepujacych wzorow:
n

Zr:n(n-i—l) oraz = rzzn(n—f—l)(Zn-l—l)

r=1 2 r=1 6 .
Odpowiedz Rozwiazanie
2 Z grupy siedmiu Francuzoéw i czterech Niemcéw nalezy utworzy¢ szescioosobowg
miedzynarodowg komisje. Na ile sposobdw mozna to zrobi¢, jesli w komisji ma si¢
znalez¢:
(a) doktadnie 2 Niemcéw,
(b) co najmniej 2 Niemcéow.
Odpowiedz Rozwiazanie
3 Prostokatna metalowa plyta ma 4 otwory wywiercone wzdtuz kazdego z dluzszych
bokéw. W kazdym otworze nalezy umiesci¢ kolorowa przelotke. Sposrédd osmiu
dostepnych przelotek:
— dwie sg niebieskie, jedna jasna, a druga ciemna, i muszg znajdowac si¢ po lewej
stronie;

- jedna jest czerwona i musi znajdowac si¢ po prawej stronie;
- pozostale pie¢ przelotek ma rézne odcienie zéttego.
Na ile réznych sposobow mozna rozmiesci¢ przelotki w plycie?

Odpowiedz Rozwiazanie
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4 Zamek teczki sklada si¢ z trzech piericieni, z ktérych kazdy jest oznaczony
dwunastoma réznymi literami. Tylko jedna kombinacja trzech liter pozwala na
otwarcie zamka. Na ile sposobéw mozna podja¢ nieudang probe otwarcia zamka?

Odpowiedz Rozwiazanie
Odpowiedzi
1 nn+1)(2n+1) oraz nn+1)(n+2)
6 6
Pytanie Rozwiazanie
2 (2210
(b) 371
Pytanie Rozwiazanie
3 5760
Pytanie Rozwiazanie
4 1727
Pytanie Rozwiazanie
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Rozwiazania

1 W dolnej warstwie piramidy znajduje si¢ n? kulek. Kolejna warstwa to (1 — 1)?
kulek, a w najwyzszej warstwie piramidy znajduje si¢ tylko jedna kulka. Zatem
catkowita liczba kulek znajdujgcych si¢ w piramidzie wynosi

n(n—1) (2n+1)

w+m—1>%+m-27>%+... +22+1%= ZZ

Jesli taca jest trojkatem réwnobocznym, to liczba tozysk kulkowych w dolnej war-
stwie wynosi

n-l-(n—1)—|—(n—2)—|—...—|—2+1:ir:@:%(rﬂﬁ—n}

r=1

W drugiej warstwie liczba tozysk wynosi

n—1
(n—1)+(n—2)+...+2+1:Zrzw:%@l—l]z—%[n—l]).

Nastepna warstwa zawiera

<n—2>+<n—3>+...+z+1z”zzr:<”—2>2<"—1>
r=1

= (22 -2).

Zatem liczba tozysk kulkowych w calej piramidzie wynosi

n n—1 n—2 2 1 1 n n
Zr+2r+2r+...+2r+2r:§ <Zr2+2r>,
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1 r=1 r=1

Ale

1[( 4 1 /nn+1)2n+1) 1/nn+1)
() ) g
_nn+1)2n+4)

12
nn+1)(n+2)

¢ :

Pytanie Odpowiedz
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2 (a) Jesli w komisji bedzie doktadnie dwoch Niemcéw, to bedzie w niej takze
czterech Francuzéw. Dwéch Niemcow mozna wybrac sposrdd czterech na

4\ 4! 24 6 b
(2)_ @—2)21 2.2 > Sposobow

Czterech Francuzéw mozna wybra¢ na

(7)_ 7070 5040
4) 7 (7—4)4l 314l 6 - 24

= 35 sposobdw.

Dlatego komisje mozna utworzy¢ na 6 - 35 = 210 réznych sposobdw.
(b) Jesli w komisji ma sie znalez¢ co najmniej dwdch Niemcow, to moze ona liczy¢
dwoch, trzech lub czterech Niemcow.

Doktadnie dwoch Niemcoéw daje <3) - (Z) = 210 réznych sposobow.

4! 7!

Dokladnie trzech Niemcéw daje (4) : (7> = —— + —— = 140rdznych spo-
. 3 3 111! 413!

sobow.

: P C AN A LA
izl;l;dme czterech Niemcow daje ( 4> ( 2) =0l 33— 21 réznych spo-

Dlatego komitet moze by¢ utworzony na 210 + 140 + 21 = 371 réznych spo-
sobow.

Pytanie Odpowiedz

3 Pierwsza z dwoch niebieskich przelotek, ktore nalezy zatozy¢ po lewej stronie, moz-
na umiesci¢ w jednym z 4 otwordw, a nastepnie druga w jednym z 3 pozostatych
otwordéw, czyli mamy

4 - 3 mozliwych rozmieszczen niebieskich przelotek.

Czerwona przelotke, ktorg nalezy zalozy¢ po prawej stronie, mozna umiesci¢
w jednym z czterech otwordw, tak wiec dwie niebieskie przelotki i jedng czerwona
mozna rozmie$ci¢ na

4 - 3 - 4rdzne sposoby.
Pozostaje nam 5 otwordw, w ktérych nalezy umiescic zotte przelotki. Mozna je roz-

miesci¢ na 5! rédznych sposobow dla kazdego z mozliwych rozmieszczen przelotek
niebieskich i czerwone;j.

Mamy zatem 4 - 3 - 4 - 5! = 5760 mozliwych rozmieszczen przelotek.

Pytanie Odpowiedz
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Pierwszy pierscien mozna obréci¢, aby wybrac litere na 12 réznych sposobéw. Dla
kazdego z tych sposobdw istnieje 12 sposobdéw wyboru drugiej litery, wigc istnieje
12 - 12 = 144 sposobow wyboru pierwszych dwdch liter. Dla kazdego z tych wy-
boréw istnieje 12 sposobdéw wyboru trzeciej litery, wigc w sumie jest

12 - 12 - 12 = 1728 réznych kombinacji trzech liter.

Tylko jedna kombinacja otworzy teczke, wiec 1727 kombinacji jej nie otworzy.

Pytanie Odpowiedz
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